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This work answers a question raised byA. Connes (on the spatial theory ofvon 
Neumann algebras, preprint, Inst. Hautes l?tudes Sci., France) and generalizes for a
general von Neumann algebra the theory of non-commutative int gration of J.
Dixmier (Bull. Sot. Math. France 81 (1953)) and I. Segal (Ann. of Math. 57 
(1973)). 
La theorie non commutative de l’integration developpee arDixmier [3] et 
Segal [121 associe i une algebre de Von Neumann semi-finie M, munie d’une 
trace 7, des espaces deBanach U’(M, 7) constitues d’opbateurs non born& 
affilies a M et qui gentralisent les espaces Lp(X, v) d’un espace m sure. Y 
Cette theorie a deja eti: utilisee en theorie des representations des groupes 
(Kunze [9]) et en physique mathematique (Gross [5], Epstein [4]). I1restait 
i s’affranchir de la condition de semi-tinitude de M. 
Haagerup a demontre l’existence d’espaces d  Banach LP(M) associes 
canoniquement i une algebre de von Neumann on necessairement semi-finie 
et agissant dans l’espace de Hilbert H.Ces espaces jouissent desbonnes 
propriltes, mais ils ne sont pas represent&s danH. 
Dans le cas oi w est une trace n.s.f. surM’, il existe une trace 7 n.s.f. sur
A4 canoniquement associee A w telle que Lp(M, 7) = Lp(M, v) et recipro- 
quement, cequi montre la genlralite de ladefinition de Connes. 
L’objet de ce travail est de repondre i la question de [2]: ltablir le lien, 
avec les espaces Lp(M) de Haagerup et dtvelopper la theorie des espaces 
LPW, w). 
Ce lien est decrit auSection I, ce qui nous permet d’utiliser la trace- 
mesurabiliti des elements deLp(M), qui est le seul resultat du travail 
d’Haagerup dont nous nous ervirons. 
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Au Section II, nous nous efforcons de developper l’aspect geometrique de 
la theorie: d sproprilds reliant le sous-espace des vecteurs y-born& ,et 
Lp(M, u/) sont etablies: l’inegalid de Holder, la dualite Lpx Lq, etc., 
viennent en consequences. 
Ce qui precede p rmet au Section III d’etablir une formule d Trotter 
generalisee et nous montrons I’inegalite de Golden-Thompson. 
1. EQUIVALENCE DES CONSTRUCTIONS DE CONNES ET DE HAAGERUP 
Dans toute la suite M dbigne une algebre de von Neumann agissant dans 
H, N est son commutant, y un poids normal semi-fini lidele sur N et Hu 
I’espace de la representation GNS deN dttinie par y. 
Voici britvement la construction des espaces Lp(M, ty) par Connes [2 1: 
Soit D(H, y) le sous-espace dense de H des vecteurs ty-bornes, c’est-a-dire, 
des <E H tels qu’il existe C > 0 avec IIy# < Cy(y*y) pour yE N. Un 
<E D(H, w) definit de facon aturelle un operateur d’entrelacement pour N,
R”(r) entre H et H, et 13@(<, <) = IR@(<)*12 estdans M. 
Pour rp EP(M), l’application c- ~(6@(& r)), <E D(H, ty) est une forme 
quadratique fermable sur H. 11 existe done un unique operateur positif auto- 
adjoint associe a la fermeture de cette forme: c’est ladtrivee spatiale de ~1 
par rapport i y et on le note &,/dty. 
Pour E D(H, v/), on a done 
On pose allors 
LP(M, y) = ( T opirateurs fermes sur H tels que, si T= u j TI 
est la decomposition polaire de T, alors u EM 
et il existe v, EM,+ avec 1T Ip = dq/dty}. 
On a support (p) = support (&/diy) pour o E P(M) et pour p > 2, 
D(H, ty) est un coeur pout out TE LP(M, ly). 
Pour er EM, quelconque, on pose aussi dyl/dy/ = u(d Ic~l/dy), si (D = u loI 
est la decomposition polaire de o, et on d&it alors 
Enh, si T E LP(M, y), p > 0, on pose 
II Up = {I TIP dvI”P. 
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D’autre part, Haagerup a construit les espaces Lr(M) de la manike suivante 
[61: 
Soit q0 E P(M) fidile etM, le produit croise d M par ~“0. On note 8, 
l’action duale de R sur M,, r la trace anonique sur M,, et pour (p EP(M), 
$ = r(h, .) designe l poids dual de rp sur M, [7]. Haagerup montre alors 
THBOR~ME 1. (1) Soit h > 0 autoadjoint afllie’ a M,. Alors il existe 
cp E P(M) tel que h = h, si et seulement si0, h = e-“h pour s E R. 
(2) Soit q E P(M) et h, = l L de, la decomposition spectrale de h,. 
A lors 
En particulier h, est T-measurable [ o] si et seulement sirp E M,+ . 
On pose alors Lj’(M) = {operateurs fe mes 1, afilies A M,,, r-measurables, 
tels que 0,l = exp(-s/p) 1).
Haagerup developpe A partir dela la theorie de ces espaces LP(M) et il 
retrouve lesresultats classiques. 
Pour notre travail, nous n’utiliserons de [6] que ce theoreme 1 ainsi que ce 
corollaire imm diat. 
COROLLAIRE. L”(M) est stable pour Paddition (au sens des operateurs t- 
mesurables) t le produit (au sens measurable) dunelement deLp(M) par un 
element de Lq(M) d&nit un element de L’(M), avec l/r = l/p + l/q. 
Soit W(M) l’algebre de von Neumann agissant dans HO L’(R) z
L’(R, H) et engendree parles oplrateurs 
X01 pour xE M, 
SOL pour co E P(M), 
oti Lit, tE R, est la representation reguliire de I?. 
Nous renvoyons lelecteur a [111 pout l’etude du produit tensoriel des 
operateurs non born&. 
Soit comme precedemment q0 E P(M) tidele, T, = dp/dty et U l’unitaire de 
L’(lR, H)defini par 
(W(s) =C<(s) pour <E L’(lR, H). 
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TH~OR~ME 2. On a Pisomorphisme patial 
iJ*M, u =W(M) 
et pour v, E P(M) 
U*h,U=$@L. 
Demonstration. Rappelons que M, est engendrte par x,,(M) (ou 
no(x) r(s) = a’!“,(x) r s ) et h,” = 1 @L. Comme TtxT;” = a,“(x) pour 
xEM[2)et U*(l@L)U=T,,@L,onvoitque U*M,Uestengendreepar 
les opbrateurs x 0 1, pour xE M et T,, 0 L. 
Ceci montre deja que U*M, U c W(M). Or pour cp EP(M), avec T= dq/dy, 
on sait que T”T;” = (D, : D& est dans M [2], ce qui montre que T 0 L 
appartient a l’algebre engendree par M @ 1 et T, @ L, et done W(M) c 
FM, U. Enfin comme U*hzh&uU = (D,,,; D J @ 1, on a 
U*h,U=T@L. Q.E.D. 
En identitiant M, avec W(M) par l’isomorphisme prec dent, on a 
COROLLAIRE 3. Soit T un operateur fe mi’ sur H. Alors TE L*(M, w) si 
et seulement siT 0 L’Ip E LP(M). 
La t-measurabilite des elements de Lp(M) peut alors se lire dans H. 
THBOR~ME 4. (1) Soit T E LP(M, v), S E LP(M, v), p E 10, +cr, [ tels 
que T c S. Alors T= S. En particulier s  T est syme’trique, il estautoadjoint. 
(2) Soit pE 10, $00 [, et T, ,..., T,E LP(M, v); alors T, + a.. + T,, est 
fermable, tsa fermeture est un element deLP(M, v). Cette loi est associative 
ausensoli(~J+T,=T,+(~J)=T,+T,+T,. 
(3) Soit PI,..., pn E 10, +co [, r- ’ = Cj p,: ’et Tj E LP(M, v). Alors 
T, T, ... T,, est fermable et sa fermeture est dans L’(M, v). Ce produit est 
associatif: (T, T, = T,(T,,) = T, T, T, . 
(4) Lp(M, u/) muni de ces operations est un bimodule sur M et les 
operations de (3) sont multilineaires. 
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Dtkonstration. (1) On a TO L’Ip c S @ L’Ip et comme ces operateurs 
sont -mesurables, i s ont Igaux. Or (voir [ 11, Sect. X111-16]) 
DomS@L”P= 
I 
(E L*(lR, H)avec r(x) E Dom Sppx 
et 
I 
+ m ezXIP 11S&x)(1 * dx < +co 
-m I 
et de mCme pour T. Soit <E Dom S et f une fonction continue positive a 
support compact et #O: alors on a <Of E Dom S @ L’lp et done <Of E 
DomT@L”P,d’oti<EDomT,doncDomS=DomTetT=S 
(2) Par le corollaire du theoreme 1, il suffit de montrer que 
T, + T, . .+ + T,, et c + ... + c sont densement delinis. 
Or cela resulte de ce que C T, @ LIIp et C v 0 L’Ip sont densement 
delinis: en effet par exemple soit E le projecteur de H sur 
Dom T, n .-. n Dom T,. I1 faut montrer que E = 1. Or Dom Tj @ L’Ip 
&ant donne par la formule d la demonstration du (1), on voit alors que 
nj Dom T, @ L’Ip est contenu dans (<E L*(lR, H)tqEr(x) = r(x) ppx}, ce 
qui implique E = 1. On a alors C Tj @ L”p = (C Tj) @ L’lp et done 
C Tj E Lp(M, ty) par le corollaire 3. 
L’associativite resulte d (1). 
(3) (4) Cela se dlmontre comme (2). Q.E.D. 
Remarque. Dans le suite lafermeture de T, + ..a + T,, sera simplement 
node T, + . . . + T,, et de mCme pour S, . . . S,. Cet abus de notation se 
justiliera a la Section II, Proposition 5. 
COROLLAIRE 5. L*(M, ty) est un espace prihilbertien ao cle produit 
scalaire 
(S, 77, = 1 S*Tdy. 
PROPOSITION 6. Soit T un opkrateurferme’ sur H.Alors Test homog&e 
de degre’ a E F? en yl si et seulement siT@ L-‘I” est a$ilit! d W(it4). 
Dkmonstration. Rappelons que T est homogene n ye de degri a si 
T = u 1 TI &ant sa decomposition polaire, on a u e A4, et 1 TI” y 1 TI-” = 
eat,,(y) pour yE N et e = supp T [2]. I1 est alors clair que la condition est
suffisante. 
Reciproquement si T @ L-““v W(M), alors comme (u 0 l)(l TI@ L - lja) 
est la decomposition polaire de T @ L -lla, on a u E A4. 
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D’autre part, soit rp, EP(M) fiddle et T, = &/dyl. On a 1 TI-““Ti” 0 1 = 
(I TJ @L- “n)y(TO 0 L)“, et done 1 TI-““F: E M, ce qui par le theoreme 
13 de 121, montre que 1 TI-” = do/& pour un poids n.s.f. p sur M. Q.E.D. 
11. LES ESPACES Lp ET LES VECTEURS IJ/-BORNiS 
DEFINITION 1. Un vecteur < E H est v-fermable si ’operateur lineaire de 
H, dans H d&i par 
Y-+Y(z 
y E N et w( y*y) <+cc est fermable. On note V(H, w) l’ensemble des
vecteurs y/-fermables et pout cE Q(H, w), R@(r) la fermeture de l’application 
en question, et B(<, <) = [R’(r)* I2 qui est alIiliC a M.
Remarque. Haagerup m’a indique que 5F(H, w) est loin d’&re un sous- 
espace d H: Par le BT-theoreme, Q(H w) engendre lineairement H! 
PROPOSITION 1. Supposons que M soit de genre dthombrable. Alors 
(1) WKw)=U Id om T, T E L’(M, y) non dc!gch!re’} ; 
(2) D(H, w) = n {dam T, TE L2(M v>}. 
DPmonstration. (1) Soit cE Dom T, T > 0, et Tz = dp/dy non deginere. 
11 faut montrer que l’operateur lineaire C de H, dans H dlfini par Cy = yr 
pour w( y*y) <+co est fermable. 
Soit (&)ie, une famille d’elements de H telle que P(X) = Ci,l (XC, ci) pour 
x E M, et <,, une suite d D(H, w) telle que )I <,, - <iI2 + )I T(<, - 011’ -+ 0. On 
voit alors que R@(<,)*& est une suite de Cauchy dans H; posons 
[; = lim, R”(<,)*& et pour tout famille linie (A;)ic, d’eltments de N,posons 
Alors B est un optrateur lineaire de H dans H, densement d&i, car (&)iE, 
est otalisatrice pour N puisque a,est fiddle. 11 est immediat que B c C* et 
done C et C* sont idomaine dense t C est fermable. 
Reciproquement soi<E Q(H, w) et posons 8”(<, )= lzoo Iz de,: alors il 
existe unelement rp, E 44: de support e,- e,-, pour n > 0 et tel que 
w(e, - e,,- )= n-‘. En posant 9 = C q”, on voit que (p(@‘(<, <)) <+oo, ce 
qui montre que c E: Dom[dp/dW]“2. 
(2) Soit <E Dom T, TEL’: alors d’apres (l), <E g(H, w) et on. a
(o(@T, 0) c +a pour cp EM,+ 9 ce qui implique il@‘(<, @I]<+co et done 
t E DW, w>. Q.E.D. 
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PROPOSITION 2. Soit v, E P(M) et T= dq/dy, et soit D = naER Dorn 7n. 
Alors pour B E [R, D(H, y) n D est un coeur pour P. 
Dbmonstration. Pour E H et y > 0, posons 
ry =(yn>“* j;: exp(--yt*) r”< dt. 
Par le theorime spectral, on a encore rY= $exp - (1/4y)[Log T]*& et done 
$ E D. D’autre part 1;, E D(H, y) des que r E D(H, w). Soit alors 
vEDomT4 et <ED(H,y) avec I]~--]]<&; avec C-,=4 et S;,= 
SUP~>~ +xO exp - (1/4y)[Log xl*, on a 
D’autre’ part ]I v- qY]l + I] Fq - F%7J -+ 0, qdy -r +co, ce qui demontre 
l’assertion. Q.E.D. 
COROLLAIRE 3. Soit p > 0, S, ,..., S, E Lp(M, tg): alors D(H, ty)n 
DomS,n... n Dom S, est un coeur pour S, + S, ..a + S,. 
Dt!monstration. Posons R* = IS,]* + IS,]* . . .+ IS,]*, R* est un element 
autoadjoint de Ld* (Sect. I, theoreme 4). Par homogeneite, l existe ai E M, 
llaill < 1, tels que Si = a,R et par la proposition 2, D(H, ty)n Dom R est 
done un coeur pour S, ,..., S, , et S, + . . . + S, . Q.E.D. 
PROPOSITION 4. Soit p, q > 2, p-l + q-’ =f, S E Lp et TE Lg. Alors 
S(D(H, ty)) c Dom T; autrement dit pour c E D(H, t,v), on a (TS)(l) = T(S<). 
Dbnonstration. Comme uD(H, w) c D(H, w) pour tout uE M, on pW 
en utilisant la dbcompos. polaire, supposer S,T> 0, #O. Soit A = S”*, 
B = Ta/*: A, B sont des elements de L*(M, v). Pour r, qE D(H, y), 
considerons la fonction 
F(z) = (A’& B’-‘;l) 
pour zE B = {Re(z) E [0, 1I}. C’est une fonction c tinue et born&e sur B et 
analytique sur B. 
Pour tE R, on a 
IF(it)l < l(BB-“Ait& ?>I < IlBllz II@Tt9 Oil”* IlolL 
IN + WI < IW,A-“B’%)I > I A II2 IWt, t)ll”’ Ilrll. 
Les inegalites de droite r sultent de ce que pour E D(H, y), on a I] B<ll <
lPlI2 IIW, 811 (cf. PI). 
580/40/2-3 
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Par le principe d s 3 lignes dePhragmen-Lindelof ([ 11, t. II]), ona alors 
IW n>t GIV IIY” 11~11~ II@Y~~ rIl”* Ilrlll 
ce qui montre que St E Dom T. Q.E.D. 
PROPOSITION 5. Soit p, q > 1, p-’ + q-’ = 1, S E Lp(M, v), 
T E Lq(M, v). 
(1) Soit rE D(H, ty) n Dom T et q E D(H, w) n Dom S*. Afors 
(ST, w V))L’XLcc = (R, s*tlj. 
(2) D(H, ty)n Dom(7’)n T-’ (Dom S) est un coeur pour ST: 
autrement dit Pensemble d s <E D(H, w) tels que (ST)(<) = S(TY) est un 
coeur pour ST. 
Dkmonstration. (1) Supposons d’abord p = q = 2. Soit v, E M,+ tel que 
dq/dy = / SI*, on a [2] 
= II srll* = (X, sr>, 
ce qui demontre la formule dans ce cas par polarisation par rapport a S, puis 
i r. 
Supposons maintenant 1 < p < 2 et posons S = u 1 SI, et soit r> 2 tel que 
q- ’ + r- = i. Par la proposition 4, on a T{ E Dom 1 SIP/’ et on a done 
(Tc$ S*q) = (JSIP”T{, ISlp’*u*q) 
= (u I Sl”“(l S p”T), @‘(t, v)) 
= (ST, @‘(t, ~1). 
La derniere Cgalite r sulte dutheoreme 4,(3), I. 
(2) On peut toujours supposer 1 < p < 2 et soit ud = ST la decom- 
position polaire de ST, et soit qE D(H, ty) n Dom S* et c E Dom A n 
D(H, ry). D’apres (I), on a alors 
ce qui montre que (T& S*?) est continu par rapport a q et done 
Tr E Dom S. Comme D(H, ty) n Dom A est un coeur pour A (proposition 2) 
c’est uncoeur pour ST. 
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COROLLAIRE 6. Soit T > 0 un ble’ment de L’(M, y), T = dp/dy, x, 
y E M et F la fonction KMS sur B = (Re(z) E [0, 1] ) telle que F(it) = 
cp(a;P(y)x), F(l + it) = &w~(y)). Alors on a sur B 
F(z) = I XT’ -’ yT dy/. 
En particulier si x = 19*(<, q), avec c, q E D(H, w) n Dom T. Alors 
F(z) = (y7=& XT’-‘;). 
Ddmonstration. 11suffit de dkmontrer la premiire Cgalitk pour 
x = @(a, a) avec aE D(H, w). Soit G(z) la fonction dkfinie par le membre 
de droite d la premihe Cgalitl. Pour Re(z) E [0, f], on a alors, par la 
proposition 5 
G(z) = (T”*- ‘yTa, T”*a), 
qui est continue etbornke, tanalytique pour Re(z) E IO, f[. L’assertion 
analogue est vraie pour Re(z) E 14, 1[ ori l’on a
G(z) = (T’/*a, F-“*y*T’-‘a). 
Done G(z) est analytique s r& continue et born&e sur B, et on a G(it) = 
F(it), t E R, d’oti ler&&at. 
La deuxikme assertion rksulte alors dela proposition 5. Q.E.D. 
La proposition suivante montre que 1 ’ “intkgrale” ( dty est bien une trace: 
PROPOSITION. Soit p,qE ]O,+co], p-‘+q-‘= 1, s E LP(M v), 
T E L4(M, w). Alors 
ST dy = TS dy. 
Dkmonstration. Sip ou q = +co, c’est Cvident: on peut supposer 
p, q < +oo. Comme LP(M, w) et Lq sont lintairement engendrks par leurs 
ilkments positifs, on peut alors supposer que S, T > 0. Soit 
F(z)=jS’zT”-z’4dy/, G(z) =I T(l-L)qSPL dty
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il faut montrer que F(l/p) = G(l/p). Par le corollaire 6, il sufit de montrer 
que F(it) = G(it) pour tE R. Or 
et 
F($) = SP”T-qitp dv = (T4, SPitT-9it) 
G(it) = (Tq, T-‘W”‘) =F’(it). Q.E.D. 
PROPOSITION 8. Soit p, q > 0, p-’ + q- * = 1, S E Lp(M, y), 
T E Lq(M, v). Alors 
(1) II WI, G II SII, II Tllq WJderl 
(2) lI~Il,=~~~~ll~~Il,~~~~~~~~y/~~ IIRII,~11, 
(3) R + I( R II9 esf une norme sur Lq(M, ty), 
(4) PouraEM,ona 
ll4, G llall Il~ll, et II s-l Ilp G II S/I, II (1 II* 
Dbmonstration. (1) On peut supposer S,T 2 0 et soit A = Sp, B = Tq. 
Alors A, B E L’(M, v) et par le corollaire 6, la fonction 
F(r)=jA’-‘B’dy 
est analytique sur B, continue et bornke sur B. On a 
s;P Iwo G II sII;, “YP I1 + WI G II Tll,” 
d’oti l’in&galit& de Halder, par le principe destrois lignes. 
(2) Posons S=ulSI: alors le sup est atteint pour 
R = ISIP’%* I(SIJ P-P/~. 
(3) Cela rksulte de (2). 
(4) Cela rC?.sulte de (1)et (2). Q.E.D. 
LEMME 9 (InlgalitC deClarkson). Soit p> 2, A, B E Lp(M, ty). Alors 
IlA +BII; + IIA -41; G 2P-‘W II; + ll~ll~>~ 
Dbmonstration. C’est la rCplique spatiale de la dlmonstration de [6]. 
Soit e= supp(A), f = supp(B): Alors on peut supposer e = J car sinon soit 
A’EL(M,y/) avec suppA’=eVf-e; on a alors A=lim,,,A+cA’ dans 
Lp(M, w) et supp(A + &A’) = e V f, et de m&me pout B. 
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Soit les decompositions polaires A = uSp, B = UP, avec S, T E L’(M, ty) 
et Pw, Qt les decompositions polaires a droite d deux elements de L’(M, V) 
(P et Q > 0). Nous allons appliquer l  theoreme d s trois lignes i la fonction 
F(z) = (US* +UP) Pz) P’-*W + (US’ - UP) Q’-zt 
detinie sur B = { Re(z) E [O, 1] }. On a d’une part 
sup IIW0l, <2(11P”411~ + llQ”qll:)~ 
IER 
SF! lIFti + Will G 2”%41l; + IIBII;~ 
x WvqII: + IIQ”qll:l~ 
Pour cette d rnitre inigalid, on utilise l’inegalite ]]XY]]i Q I]X]]z I Y]]* pour 
X, YE L’(M, v) (qui resulte de la proposition 8 etdu fait que L* est 
prbhilbertien), et l’hypothese supp(A) = supp(B). Enfin on a 
{[IA + B/l; + II-4  BIl;}“P= sup ]I/ (‘)I1 ,/IflI,+llQll1=11, F p 
1 
ce qui achive la demonstration. Q.E.D. 
Remarque. Pour 1 < p < 2, Haagerup a etabli une inegalitl analogue 
(communique au Congres de Kingston, 1980). 
TH~OR~ME 10. (1) Pour p > 1, LP(M, y) est un espace de Banach 
rt$lexif: 
(2) Soit p, q > 1, p-l + q-* = 1. Alors Lp(M, v) est le dual de 
Lq(M, y) pour la dualite’ dtffnie par la proposition I. 
Dkmonstration. Supposons d’abord p > 2 et soit T,, une suite d Cauchy 
dans Lp(M, w). Pour tout rE D(M, w) et R E Lp(M, w), on a, par le 
thtoreme spectral et l’inegalite de Holder 
IlRtll < IIR IIp ll’J% OllY” llt112’q, 
avecp-‘+q-‘=f, ce qui montre que T,r est une suite d Cauchy dans H
et on peut poser Tr = lim, T, <. 
L’application R -+ R* &ant continue, on peut aussi poser T< = lim c< 
pour cE D(H, v/) et on a P c r*. Done T et r* sont densement definis et T 
est fermable. 
Par la proposition 6, Section I, on voit alors que T est homogene en w de 
degrl -l/p et done I TIP = dp/dty pour un o E P(M). I1 existe alors une 
famille (Ri)iE, deLp(M, v), telle que I TIP = sup, Rf’, et comme l’application 
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S + S’lp est monotone sur les operateurs po itifs, l existe done a, EM, 
llaill < 1 tel que a,T= Ri. 
Pour SE L4(M, v), p-’ + q-* = 1, posons 4(S) = lim, ST,, dans Li(M, w) 
qui existe par la proposition 8, (l), et de meme i!(S) = lim, Sa,T,, pour 
i E I. Soit alors D = D(H, y) n Dom 4(S), r E D et r E Dom S* n D(H, w). 
On va montrer que #i (S) = SR, ; on a 
= li~(T,,<, S*v) = (T<, S*V), 
ce qui montre que 4(S) c ST puisque D est un coeur pour 4(S), par la 
proposition 2. De meme on a 4((S) c SR, et par la theortme 4, Section I, on 
a done di(S) = SR,. 11 resulte de cette d rniere Cgalite qu
avec K > 0 et done par la proposition 8, (2), /I R& <K pour iE I, ce qui 
montre que (( T* (( I < KP et done T E Lp(M, y). 
Par consequent 4(S) = ST= lim ST, et on a alors T= lim T, dans 
Lp(M, v) par la proposition 8, (2). 
Supposons a present 1 <p < 2. Soit Lz le sous espace reel des elements 
autoadjoints de Lp(M, v). Comme T E Lp(M, w) s’ecrit T = (T + r*)/2 +
i((T - r*)/2i), etque ]] r” ]lp = ]I T/I,, il suflit de verifier que Lz est complet. 
Pour TEL:, T=uJIT(I, posons j(T)=~*lTl~‘~, avec pP’fq-‘= 1, et 
j(0) = 0. 
LEMME. j est une application c tinue d LP,(M, w) dam Lz(M, w). 
Soit T, , T, E LP,, I] T, - T& < E. Comme j est homogene, on peut 
wwoser II T, Ilp = II T, IIp = 1. P osons S, = j(T,), S, = j(T,). On a alors 
]( T,(S, + S,) dyl Q ]]S, + S,]/,. D’autre part 1TiSidW = 1 pour i= 1,2, et 
(( T, S, dty -( T2 S, dyl < E. Par la proposition 7, l T, S, E IR et done 
IIS, + w, B 2 - E. Par l’inegalite de Clarkson (lemme 9), on a alors 
(( S, - S, ]I: < 24 - (2 - E)~ ce qui demontre l lemme. 
Soit alors T, une suite d Cauchy dans LP, et posons S, = j(T,,). Par la 
premiere partie d la demonstration, l m S, = S est un Clement autoadjoint 
de L’J(M, w), et lim S, r = S< pour {E D(H, w). Par [ 11, t. I, theoreme VIII- 
251, S, tend vers S au sens resolvent fort, etdone par [ 11, theoreme VIII- 
201, IS,, Iit tend vers (S Iif fortement pour tout E R. 
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Soit alors S, = U, ( S,(, S= u 1 S(, Q E L’(M, w), et les fonctions 
f(z)=(ulSl"Q'-'dy, 
pour zE B = {Re(z) E [0, 1I}. Alorsf, est une suite d fonctions a alytiques 
sur g uniformkment born&es (par la proposition 8.1)); f est analytique sur &
et pour t E IR, on a limf,(l/q + it) =f(l/q + it), ce qui montre que f, 
converge v rs f sur B, et done en particulier. pou  z= l/p, 
lim -T,,Q”‘dy= TQ”‘dy/ 
n ! 
avec T= u jS/4/p. 
11 sufflt a ors demontrer que Lq(M, v/) est le dual de Lp(M, ty). Or, comme 
dans [3], la proposition 8 et le lemme 9montrent que Lq(M, w) est rkflexif et 
que Lq’ = Lp, et Lp’ = Lq. Q.E.D. 
Nous pouvons maintenant dtfmir certaines formes linkaires sur Lp(M, y.~). 
Soit p> 1 et T E Lp(M, v/). Alors D(H, w) c Dom ) T(“*, et si T = u ) TI, <, 
q E D(H, w), on peut poser par convention 
$,,(T) = (R, r> = (I TI”*tl, ITI”*~*v). 
PROPOSITION 11. Soit p > 1. L’application de Lp(h4, w) duns C d&mie 
par T-+ o&(T) est une forme 1inPaire continue sur LP(M, v/h et on a 
llo;J < II e% wzp Ilwq II dl”q II WL vw’2p~ 
auecp-‘+q-‘=l. Le sowespace ngendre’ parces formes lint!aires ~f,~, 
<, r] E D(H, ty), est fortement dense duns Lq. 
Dkmonstration. Soit S, T E Lp(M, v) et posons R* = /SI* + ( TI*. Alors 
RELP(M,ty), ISI*<R*, (TI*<R* et IS+T12<2R2. Soit <ED(H,y)n 
Dom R et q E Dom R; alors <EDom S f’7 Dom T, et on a done dans ce cas 
c’est-&dire encore, siS= UIS(, T= VITI, et S + T= WIS + TI: 
(JS11’2t, ISl”*Vv) + (ITl”*~, I TI”‘V*zt) 
= (IS + Tl”*<, IS+ T(“‘W*rl), 
164 MICHEL HILSUM 
pour r E D(H, w) CT Dom R, q k D(H, u/). D’autre part il existe a, 6, c E A4 
tels que aR “’ = 1 S (1’2, bR ‘I2 = 1 TJ”* et CR’/’ = / S + Tl”* et done la 
proposition 2 montre alors que D(H, w) CT Dom R est un coeur pour ]S ]“‘, 
I 7-I “‘3 IS + T(“2, 
6 rl E D(H, WI. 
ce qui demontre la linearitl de ~f,~ pour tout 
Soit alors T E Lp(M, y) et posons T = uA ‘lp, avec A E L’(M, w), . 
Pour <, qE D(H, w), la fonction F(z) = (AU’<, Ag2u*v) est analytique 
pour Re(z) E 10, 11, continue et bornee pour Re(z) E IO, 1[ et le principe des
trois lignes applique aux bords de la bande Re(z) E 10, 1[ donne alors 
l’estimt de ]/c&]]. 
Enfin il est clair que le polaire dans LP(M, w) des formes lineaires w;,,est 
reduit  (O}, ce qui demontre laderniere assertion, Lp &ant riflexif. Q.E.D. 
COROLLAIRE 12 (Inegalid de Holder). Soit p, q, r > 1, p- ’ + q- ’ = r- ‘, 
S, TE Lp x Lq. Alors 
II WI, G IPII, II Tllq. 
Dchonstration. On peut supposer S,T> 0 et r > 1 et posons Sfl’ = A, 
rzl’ = B. Pour zE B = {Re(z) E [0, I] ). Soit la fonction 
F(z) = w~~JA~B’-~). 
Pour Re(z) E [O,+], on aF(z) = (B’j2& B “2-‘A’v) et la proposition 4 m tre 
que F est continue etbornee pour Re(z) E [0, f] et analytique pour 
Re(z) E IO, t[. De meme pour Re(z) E [f, 11, ce qui montre qu’on peut 
appliquer l  theoreme d s 3 lignes a F, ce qui donne le resultat. Q.E.D. 
Remarque. Le corollaire 16 de [2] se generalise de la facon suivante: 
Soit A une algebre d von Neumann apredual separable N c A, B = A’ et E 
un poids operatoriel n.s.f. de A sur N. Alors il existe unpoids operatoriel 
F: M -+ B tel que pour tout v, E P(B) 
4~ 0 F) &J 
dw = d(y/ 0E) * 
On a alors g(H, w 0 E) c g(H, w) et pour tout <E g(H, v 0 E), on a 
F(@‘(t, 4) = @“?t, 0
La demonstration est la meme que dans [2] et repose aussi sur la 
proposition 1. L’applicatio E + F n’est autre que la bijection de P(A, N) dans 
P(M, B) de Haagerup, “Operator valued weights,” (Preprint Odense). 
Si F est borne, on obtient alors une decomposition d recte topologique 
LP(M, v) = LP(B, v o E) 6 HP ou HP est le polaire d Lq(B, ye 0 E) 
(p-l +q-l= 1). 
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III. IN~GALIT~ DE GOLDEN-THOMPSON 
THBOR&ME 1 (Formule de Trotter pour LP(M, y)). Soit r > 1, 
p, q E 11, +co]. p-i + q-’ = r- ‘, H et K deux opkateurs autoadjoints tels 
que 8 E Lp(M, y), 8 E Lq(M, y), et tels que H + K soit essentiellement 
autoadjoint. Alors * E L’(A4, ty), et on a 
pour la topologie faible de L’(M, y). 
DPmonstration. Onpeut supposer 11 HI/, = 11 eK Ijq = 1. Supposons d’abord 
r = 2. Posons, pour zE B = {Re(z) E [0, 11, Q,(Z) = e’@““’ er(K’“) et 
avec c, qE D(H, w). Par la proposition 4, II, f, est continue sur B et 
analytique sur B. Par I’inegalite de Holder (Section II,Corollaire 12), on a 
et done f,, est uniformement bornte sur B. Montrons que (f,) est Cquicon- 
tinue sur B. Pour n assez grand, ona pour zE 8 
$fJz) = i 
&=I 
]i ((HeZ(wn)) ercKln) Q (z)+-‘& Q,(z)*“q) 
+ t ((KezcK’“‘) Qn(z)“-k-l~, eFcH’“) Q,(z)*~~) 
1 
+ + (ez(K/“) Q,(Z)“- I(, (He’(“‘“‘) q) 
+ + ((Kdc”“) Q,,(z)“-‘<, efiH/“)q). 
Puisque (Her(wn)),x e Zr(Hln), il suffit de prendre n assez grand pour que 
e*ZW/n’ ezWn) Q,(Z)“-k- 1 E L’(M, v) 
avec t> 2. Par le theoreme spectral, pour[E Dom e2r(“‘n), o  a 
11 Hez(H/n’ Cl2 </I Cll* + II e2r(*‘n)Cl12. 
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Done pour k= l,..., n, ona 
l(HeZ(fih) et(KlnF Q~(zY-~-~G Q,W”~)l’ 
< {llQ,(~)“-~-‘~ll~ + I)e2z("'n) ertKln) Q,(z)~-~~‘{~I~} 11 Q,(~)*~~ll’. 
Posons C, = sup, >, o$ (cf. proposition 11, Section II). Alors il existe s > 1 
tel que I Q,,(z)“-k-’ I2 E Ls(M, w) et par l’inegalite de Holder, ona 
lIQ,(4-“-~~ll’~ C;. 
Pour k > 1, on a egalement leZz(““‘) ez(K’n) QJz)“-~-‘I* E LS(M, w) pour un 
s > 1 et linalement 
IWe r(H’n) ercK’“) Qn(z)n-k-‘& Q,(z)*“q)l” < 2C: Ci. 
Par le mime raisonnement on a aussi 
I WK’n’ Q,(z)“-‘<, He”H”l”‘q)12 < 2C:Ci. 
On a done majore les termes ouapparait H dans I’expression de (d/dz)f,(z). 
En operant dela meme facon avec les termes ouapparait K, on obtient alors 
1 1 $ f.(z) G <- L (2(2)‘/‘C,C,) = 2(2)1’*c,c,. go n 
Ceci montre que f, est equicontinue sur B. Or par la formule d Trotter 
classique [ 111, on sait que 
eitGZfK) = lim forte[eitWPl) ei (K/n) n 
pour tE R. Comme toute limite, pour la topologie de la convergence sur les 
compacts deB, d’une suite extraite de f,, est analytique s rB, on a done 
tinalement 
lim(Q,(z)“S, n> = (er(N+K)r, s . 
n 
Pour achever la demonstration dansle cas r = 2, il reste a montrer 
-3-c que eH E L*(M, VLOr l’egalite precedente, pour z = 1, montre que 
<E Dom $I+K et \jr?‘+K51/2 < \\@‘(& <)\I. D’autre part, avec les notations de 
la Section I,on a 
Log(eHOLl/p)=~(lOLogL)+H~ 1, 
L0g(eXOL”“)=~(l~LogL)+K8 1 
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par suite eH+K @L’/* est affilie a W(M), d’oti leresultat p rla proposition 6, 
Section I. 
Pour le cas general, remarquons d’abord que par le raisonnement 
precedent, on a @+K E L’(M, w) (m&me avec I = l), car on a montre 
l’assertion equivalente (H+K)(V2) E L*(M, y). 
Prenons alors r = 1 et posons Qn(zke rwin) ez(K’n). 11 faut montrer que 
Q,(l/p) tend faiblement vers e(L’p)(HtK) dansLp pour p > 1. Par la 
proposition 11, Section II, il suffit de montrer que pour , vE D(Z-Z, w), on a: 
%L(e (“P)(N+K)) = li?wf,,(Q”(p-I)“). 
Soit alors la fonction f,(z) = (Qn(z)“& v). Par la premiere partie d la 
demonstration, on voit qxf, converge uniformement sur out compact de 
{ Re(z) E [0, 1] ) vers (ezu’+‘) r, q , ce qui acheve lademonstration. Q.E D. 
Remarques. (1) La proposition precedente estune generalisation de la 
formule d Trotter tablie par Araki pour 8’ E L*(M, v) et e“ inversible 
dans M = L”O(M) [ll,est-a-dire pour I’hamiltonien relatif au sens de Araki, 
qui n’est autre que fFtK. 
(2) 11 r&&e de la demonstration precldente qu l’assertion e”+K E
L’(M, v) demeure valable pour > 0. 
(3) Le thtoreme precedent reste valable avec la formule 
e H+K = lim faible(eH/*” &U” eHi*n)n 
En effet, on peut dans la demonstration remplacer Q,(Z) par Q:(z) = 
e w’*~) er(K’n) e’(“‘*“), car ilreste oujours v ai que Ql,(it)” tendfortement vers 
i/W+K) e . 
THBOR~ME 2 (Inegalite de Golden-Thompson). Soitr> 1, p-i + q- ’ = 
r-‘, H, K comme dans le thkorime 1.Alors on a 
Dkmonstration. 
LEMME 3. Soit A > 0 E Lp, B > 0 E Lq. Alors on a 
~IA”*BAL’*~Ir< [IABll,. 
La fonction A’BA’-’ de B = {Re(z) E [0, 1]} dans L’(M, w) est continue 
et bornee t analytique s rB (proposition 11, Section II). Comme BA = 
CAB)*, ona IIBA IL =IlABIl, t e on a alors I’inbgalite par interpolation. 
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Par ce lemme on peut se ramener au cas ou r > 2, car supposons que 
I’inegalite i montrer soit vraie pour 2 2, alors ona, pour 1 < s < 2: 
Supposons done I > 2 et posons A,, = eHIZn, B, = eKIZn et Q, = 
IA,,+, B A,+ ,I”. Alors on a 
II Q,ll, ,< IIeH” eK eH”Ilr, 
ce que nous montrons par recurrence. Pourn= 0 c’est evident. Sinon on a 
llQ,ll,= 4,+A4+,II::r~ llKz4ll::r= /IQ,-,ll, 
d’ou I’inegalite. 
Par la remarque 3 au theorime 1,Q, tend faiblement vers eH+K, et par la 
semi-continuitl de la norme. on obtient 
JleHtRIlr < lim infII Q,II, < /IeH'2 K @'211r Q.E.D. 
Remarque. La demonstration du theoreme 2 st calquee sur celle d [ 11, 
t. IV]. 
Remarque 2. Soit p + r = s > 1, s-’ + t-’ = 1, et K E L”(M, w). Alors 
la fonction A --+ 1 A’K*APK dyl est concave pour A E L’(M, y), : c’est une 
forme de la concavite d Wigner-Yanase (Dyson-Lieb 191). La 
demonstration est lamtme que celle d Lieb pour M = B(H) 191. 
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